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FORMULA DI MONOTONIA

Per ogni u € H*(B,(z0)) definiamo il funzionale

1 1 1
W (u,r, x0) :—Td/B( )|Vu|2dmrd+1/8 ( )UQde*1+ﬁ]{u>O}OBT(:cO)|.
e (o

Data una funzione u € B, (zg), possiamo definire

Up 2 (T) = %u(xo +rz).
Osserviamo che vale l'identita
W(u,rs,z0) = W (g, S, 0).
Quando r =1 e x¢ = 0 scriveremo W (u, 1,z9) = W(u).
Lemma 1 (Formula di Weiss). Siano Br(zo) C R% e u € C*(Bg(x¢)). Allora

o d | ) i
W (i) = & (7 ) = W(tr)) + /aBl T N X

dove zy, » 1 By = R é l’estensione 1-omogenea di ug, , in By, ovvero

Zzo,r(T) 1= 2| Uz (P/21) -

Proof. Definiamo
1 1

— |Vu|? do — / u? dH41
rd /Br(xo) r Jon, (vo)

1
W (u,r,x0) = Wo(u,r,xo) + Fl|{u > 0} N By(z0)]-

Wo(u, 7, 20) :=

Allora,

Sappiamo gia che vale la formula

0
W (uwow) =

d |
(Wolzeg) — Woltim.r)) + 7/ 2 Vit — g |2 dHIY.
ar : : o, : :

r r
Quindi e sufficiente mostrare che si ha

9
or

Infatti, basta osservare che

1 d
T—d|{u > 0} ﬂBT(xO)@ = ;(‘{zmgo > 0} N Bi| — {ure, > 0} ﬂBl‘).

1
[{ttr.zp > 0} N B1| = — [{u > 0} 1 By (o),

|{Zr,3:0 > O} N B1| = éq‘ldil ({ZT‘,:(JU > 0} N 6Bl>

= 27—[‘171 ({unmo >0}N 331)
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P! <{u > 01N aBr(xo)) U{u >0} N BT(IO)”. O

Lemma 2. Se u € H'(Bg) ¢ una funzione tale che
/ |z - Vu, —up[2dH™ =0  per Lebesgue quasi-ogni r < R,
0B1

dove

up(x) = %u(mc),

allora u é 1-omogenea.



Proof. Per ogni 0 < s <t < R, abbiamo

/aBl [ue(6) — us(0)] dO < /aBl /tl

Di conseguenza, esiste una funzione ¢ : 9B; — R tale che

U?"(o) = @(0)7

0 - Vu(rd) — 1u(r9) df = 0.
T

per ogni r > 0, e quindi u & della forma
u(rf) = rp(6).
O

Proposizione 3. Siano D un aperto in R%, uw un minimo locale di F in D e xo € D un punto sul bordo di
{u > 0}. Allora, la funzione

r— W(u,r, z0)
e monotona crescente. In particolare, esiste il limite

lim W (u,r, xo).
r—0

Se inoltre, ug é un blow-up di u in g, allora ug é una funzione 1-omogenea.
Proof. Senza perdita di generalita, supponiamo che g = 0. Allora, per ogni r > 0 e s > 0 vale la formula
W (ur, s) = W(ups, 1) = W(u,rs).
Ora, siccome la funzione r — W (u,r) & monotona crescente, esiste il limite
L= }1_{% W (u,r).
Inoltre, per ogni successione r, — 0, si ha
lim W(u,r,) = L.

n—-+oo
Ora, supponiamo che u,, sia una successione che converge al blow-up ug : R? — R, forte H' e uniformemente
su ogni Br C R e tale che 1y, o} converge forte L'(Bg) a 1{y,>0}. Allora, per ogni fissato s > 0, abbiamo

L= lim W(u,sry,) = lirf W (uy, ,s) = W(ug,s).
n—-+0oQo

n—-+4oo
Di conseguenza, la funzione
s = W(ug, )
¢ costante. Per il Lemma precedente ug € una funzione 1-omogenea. O



